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еКОЛОГО-еКОНОМІЧНА МОДеЛь ОПТиМАЛьНОГО КеРУВАННя  
З ЛІНІйНОЮ ФУНКцІЄЮ КОРиСНОСТІ
у  роботі  досліджена  еколого-економічна  модель  оптимального  керування  з  лінійною  функцією  корисності.  модель  враховує  інвестиції 
у  виробничі фонди, в інтелектуальний капітал як складову частину людського капіталу та в охорону навколишнього середовища. Серед множи-
ни можливих стаціонарних станів рівноваги детально досліджено чотири стани, що задовольняють необхідні умови оптимальності: рівновага 
«золотого віку», рівновага «інтелектуального віку», рівновага «екологічного віку» та рівновага «темного віку».
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в работе исследована эколого-экономическая модель оптимального управления с линейной функцией полезности. модель учитывает ин-
вестиции в производственные фонды, в интеллектуальный капитал как часть человеческого капитала и в охрану окружающей среды. Сре-
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The article studies an ecological and economic model of optimal management with the linear function of usefulness. The model takes into account 
investments into production funds, into intellectual capital as a part of human capital, and into protection of environment. among a multitude   
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Вступ. на шляху до сталого розвитку економіки моде-
лювання процесів еколого-економічної взаємодії набуває 
особливо важливого значення, бо досягнення такого роз-
витку є принципово неможливим без певного компромісу 
між економічною то соціально-екологічною підсистемами. 
Будемо розглядати модель максимізації суспільної корис-
ності,  де  процеси  виробництва  супроводжуються  вики-
дами у зовнішнє навколишнє середовище. оскільки голо-
вним джерелом забруднення є сучасне виробництво, то 
вивчення можливостей контролю над забрудненням від-
бувається в рамках теорії виробничих функцій.   
Постановка  задачі.  візьмемо  за  основу  модель 
еколого-економічної динаміки, запропоновану в роботі [1], 
та введемо додатково до розгляду інтелектуальну складо-
ву людського капіталу:   
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наведемо необхідні пояснення щодо моделі (1):
критерієм  оптимальності  в  моделі  є  інтеграл  від    
функції  суспільної  корисності  з  урахуванням  дис-
контування;
виробництво  описується  двофакторною  однопро-   
дуктовою виробничою функцією  ( ) , Y F K L = ;285 Проблеми економіки № 2, 2013
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вироблена продукція     Y використовується для спо-
живання  c;  для  інвестування  виробничого  капіта-
лу  K;  для  інвестування  інтелектуального  капіталу 
( ) L L − , де L  – загальний людський капітал, L  – про-
ста праця; а також для охорони навколишнього се-
редовища, що має забруднення  p; 
інвестування фізичного капіталу йде як на розши-   
рення виробництва  K , так і на відновлення зноше-
ного капіталу  , K µ  що описується нормою аморти-
зації  0 µ > ;
інвестування  інтелектуального  капіталу  йде  як  на    
розширення трудових ресурсів  L  , так і на віднов-
лення  зношення  інтелектуально  активної  части-
ни  трудових  ресурсів  ( ) 0 L L ν − ≥ ,  де  0 , L const =    
а  0 ν >  – норма амортизації; 
об’єм  забруднення     , 0 1 p Y ε ε = < <   вимірюється 
в одиницях основної продукції при цьому частина 
відходів  виробництва  асимілюється  середовищем 
з темпом  ( ) 0 , ϕ ϕ − >  а для зменшення забруднення 
на  одну  одиницю  витрачається  1 / ( 1 ) r r > одиниць 
продукції.
модель (1) є задачею оптимального керування, яка по-
лягає в належному виборі частин випуску, які використову-
ються на споживання  ( ), Y α  на інвестування інтелектуаль-
ного капіталу ( ) Y β , на боротьбу з забрудненням ( ) Y γ  та на 
інвестування фізичного капіталу ( ( 1 ) ) Y α β γ − − − .
конкретизуємо модель (1) і зробимо наступні припу-
щення:
1) функція суспільної корисності лінійна:
( ) , , u c p c Ap = −
де  0 A>  – параметр, який характеризує відносну корис-
ність від знищення одиниці забруднень у порівнянні з ко-
рисністю від споживання одиниці продукції;
2)  виробничу  функцію  будемо  вважати  лінійно-
однорідною, тобто такою, для якої виконується умо-
ва [2]: 
( ) ( ) , , , 0. F K L F K L λ λ λ λ = >
При  даних  припущенням  одержуємо  таку  модель 
оптимального керування:
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Результати дослідження. для розв’язання поставле-
ної задачі оптимального керування (2) використаємо прин-
цип максимуму Понтрягіна. для цього введемо спряжені 
змінні  1 2 3 , , ψ ψ ψ  («тіньові» ціни або об’єктивно зумовлені 
оцінки основного капіталу  ( ) K t , інтелектуального капіталу 
( ) L t  та забруднення  ( ) p t  відповідно).
введемо  замість  1 2 3 , , ψ ψ ψ   нові  змінні  1 1 2 2 3 3 , , . t t t q e q e q e δ δ δ ψ ψ ψ = = =  
1 1 2 2 3 3 , , . t t t q e q e q e δ δ δ ψ ψ ψ = = =  в цих змінних гамільто-
ніан запишеться у вигляді:
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Згідно з принципом максимуму, оптимальні керування 
( ) , ( ) , ( ) t t t α β γ  надають максимального значення гамільто-
ніану  H, а функції  1 2 3 ( ) , ( ) , ( ) q t q t q t  є розв’язками такої сис-
теми диференціальних рівнянь:
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З виразу (3) бачимо, що функціонал h набуває макси-
мального значення по  , , α β γ  разом з лінійною функцією 
  ( ) , , , h α β γ ηα θβ ωγ = + +    (5)
де  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 2 1 , , , , q F K L qqF K L η θ = − = − −
1 3 ( ) ( , ). q q r F K L ω = − +
При цьому  , , α β γ  змінюються в одиничному симплексі 
( ) { } , , : 0, 0, 0, 1 . α β γ α β γ αβγ ∆ = ≥ ≥ ≥ + + ≤
аналіз  виразу  (5)  приводить  до  висновку  щодо 
max ( , , ) h α β γ
∆
:
1) якщо  0 , η >  або  0 θ >  або  0 , ω >  то  max ( , , ) h α β γ
∆
 
досягається при  1 α β γ + + = ;
2) якщо  0 , η<   0 , θ <   0 ω <  то  max ( , , ) h α β γ
∆
 досяга-
ється при  0 , α =   0 , β =   0 γ =  відповідно;
3) якщо  0 , η =   0 , θ =   0 , ω =  то максимум досягається 
при  [ ] 0,1, α ∈ ,  [ ] 0, 1, β ∈ ,  [ ] 0 , 1 γ ∈  відповідно.
Повний аналіз оптимальних траєкторій даної моделі 
провести досить складно. тому, дослідимо стани рівноваги 
або траєкторії збалансованого зростання, які задовольня-
ють необхідні умови оптимальності.
Стани  рівноваги  (стаціонарні  розв’язки)  знаходимо 
з  умов  0, 0, 0, K L p = = =     тобто 
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оскільки  , , 0 K L µ > , то з першого рівняння системи (6) 
одержуємо: сума  α β γ + +  є сталою і  1. α β γ + + < . отже, 
1 , 1 , 1 α β γ < < <  і можуть виконуватись лише випадки 
2) та 3). друге рівняння системи (6) дозволяє зробити ви-286 Проблеми економіки № 2, 2013
Математичні методи та моделі в економіці
сновок: в точці рівноваги або  0 β =  і  * , L L =  або  * L L >    
і  0 β >  є сталою величиною. третє рівняння системи (6) до-
зволяє зробити висновок, що γ  є сталою величиною, при-
чому  , r γ ε <  де  1 , 1 . r ε > <  отже з системи (6) випливає, 
що  , , α β γ  є сталими величинами, причому  1. α β γ + + <  
оскільки  в  подальшому  нас  цікавить  лише  ви-
падок  0 1 , α < <   то  це  можливо  лише  тоді,  коли 
( ) ( ) 1 1 , 0, q F K L η = −=   тобто  коли  ( ) 1 1. q t =   тоді  система 
диференціальних рівнянь (4) набуде вигляду
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розглянемо тепер чотири цікаві можливі випадки.
1. випадок рівноваги «золотого віку» (за термінологією 
роботи [1]), коли здійснюються витрати як на спожи-
вання так і на інвестування фізичного та інтелекту-
ального  капіталів,  і  на  очищення  навколишнього 
середовища  ( 0, 0, 0 α β γ ≠ ≠ ≠ ).  відповідний  стан 
рівноваги  * * * ( , , ) K L p  характеризується помірними 
рівнями  фізичного  та  інтелектуального  капіталів, 
споживання та забруднення і можливий при  0 θ =  
та  0. ω =
При  0 θ =  маємо  2 1 ( ) ( ) . q t q t =  тоді з перших двох рів-
нянь системи (7) випливає, що  3( ) , q t const =  а з третього 
рівняння, що
 
3 .
A
q
δ ϕ
= −
+
  (8)
При  0 ω =  маємо 
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тому з першого та другого рівнянь системи (7) випливає, що
  1 1 , .
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З рівностей (8) та (9) випливає
  , A
r
δ ϕ +
=   (11)
що свідчить про необхідну узгодженість між параметрами 
моделі (2) і дає значення для коефіцієнта відносної корис-
ності від знищення одиниці забруднення порівняно з оди-
ницею споживання продукції. лише при такій умові може 
існувати оптимальний розв’язок, названий рівновагою «зо-
лотого віку».
оскільки виробнича функція  ( , ) F K L  є лінійно одно-
рідною, то для неї виконується теорема ейлера [2]:
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Співвідношення (10) дають числові значення похідних 
F
K
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∂
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F
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∂
 в точці оптимуму  * * ( , ) K L  отже, для цієї точки 
маємо рівняння
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Звідси одержуємо
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З  неокласичних  властивостей  виробничої  функ-
ції  ( , ) F K L   випливає,  що  рівняння  (14)  може  мати  один 
розв’язок, два розв’язки або не мати розв’язку. в остан-
ньому випадку це означає, що рівноваги «золотого віку» не 
існує. два розв’язки характеризують два режими «золотої» 
рівноваги – капіталомісткий та трудомісткий.
Звернемо  увагу  на  систему  (6).  це  система  для  ви-
значення  числових  параметрів  , , α β γ   при  відомих  зна-
ченнях  * * * ( , , ) K L p . особливістю є те, що величини  * * , K L  
та  * p  в  системі (6) зустрічаються лише у вигляді  * * L K   та    
* * . p K  отже, оптимальний розв’язок якщо він існує, є ма-
гістраллю виду
  ( )
( )
( )
( )
* *
* * , .
L t p t L p
const const
K t K t K K
= = = =    (15)
2. випадок рівноваги «інтелектуального віку», коли ма-
ємо витрати на споживання, на інвестування фізич-
ного та інтелектуального капіталів, але витрати на 
очищення навколишнього середовища від забруд-
нень не здійснюються  ( 0, 0, 0) α β γ ≠ ≠ = . відповід-
ний  стан  рівноваги  * * * ( , , ) K L p   характеризується 
помірними рівнями фізичного та інтелектуального 
капіталів, споживання, але високим рівнем забруд-
нення. цей стан можливий при  0 θ =  та  0. ω <  
При  0 θ =  маємо  2 1 ( ) ( ) 1 . q t q t = =  З системи (7) випли-
ває, що    3( ). q t const =   отже, система (7) при  0 γ =  набуде 
вигляду
 
( ) ( )
1 1 , ,
1 1
F F
K L r r
δ µ δ ν
ε δ ϕ ε δ ϕ − −
∂ + ∂ +
= =
∂ ∂ − + − +
  (16)
  3 .
A
q
δ ϕ
= −
+
  (17)
умова  0 ω <  набуде вигляду
  , A
r
δ ϕ +
<   (18)
що можна розглядати як необхідну умову існування опти-
мального розв’язку, названого рівновагою «інтелектуаль-
ного віку».
Співвідношення (16) дають числові значення похідних 
F
K
∂
∂
 та 
F
L
∂
∂
 в точці оптимуму  * * ( , ) K L . тоді маємо 
звідки одержуємо
  ( )
( )
* *
* *
1 * ( 1, ) , .
1
z L
F z z
r K
δ µ δ ν
ε δ ϕ −
+ + +
= =
− +
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З  неокласичних  властивостей  виробничої  функ-
ції  ( , ) F K L   випливає,  що  рівняння  (19)  може  мати  один 
розв’язок, два розв’язки або не мати розв’язку. 
З системи (6) визначаються числові значення параме-
трів α  та  , β  а також  *( ). p t   При цьому всі змінні зустріча-
ються лише у вигляді 
*
* L
K
 та   
*
*
p
K
. тоді оптимальний 
розв’язок якщо він існує, є магістраллю виду
 
* *
* *
( ) ( )
, .
( ) ( )
L t L p t p
const const
K t K t K K
= = = =     (20)
3. випадок рівноваги «екологічного віку», коли маємо 
витрати на споживання, на інвестування фізичного 
капіталу та на очищення навколишнього середови-
ща, але ніяких витрат на інвестування інтелектуаль-
ного  капіталу  не  здійснюються  ( 0, 0, 0). α β γ ≠ = ≠
відповідний  стан  рівноваги  * * * ( , , ) K L p   характери-
зується помірними рівнями фізичного капіталу, спо-
живання, забруднення навколишнього середовища, 
але  нульовим  рівнем  інтелектуалізації  праці.  цей 
стан можливий при  0 θ <  та  0. ω =  
При  0 ω =  маємо  3
1
( ) q t
r
= −   і з системи (7) випливає, 
що  2( ). q t const =  тоді система (7) при  0 β =  набуде вигляду
  1 1 , ,
1 1
F F
K L r r
δ µ δ ν
ε ε − −
∂ + ∂ +
= =
∂ ∂ − −
  (21)
  . A
r
δ ϕ +
=   (22)
умова  0 θ <  набуде вигляду  2 1 q <  і безпосередньої 
участі в подальшому аналізі не бере.
числові значення похідних 
F
K
∂
∂
 та 
F
L
∂
∂
 в точці оптиму-
му  * * ( , ) K L L =  дозволяє одержати рівняння для визначен-
ня  * K , а саме
( ) ( )
*
*
1 ( , ) ,
1
K L
F K L
r
δ µδ ν
ε −
+ + +
=
−
звідки маємо
  ( )
*
* *
1 * ( 1, ) , .
1
z L
F z z
r K
δ µ δ ν
ε −
+ + +
= =
−
  (23)
рівняння (23) може мати один розв’язок, два розв’язки 
або не мати розв’язку. 
З системи (6) визначаються числові значення параме-
трів α  та  , γ   а також  *( ) p t . 
4. випадок рівноваги «темного віку», коли ніяких ви-
трат на інвестування інтелектуального капіталу та 
на боротьбу із забрудненням навколишнього серед-
овища  не  здійснюються.  такий  стан  характеризу-
ється високим рівнем виробництва (великий обсяг 
фізичного  капіталу),  високим  рівнем  споживання, 
але й дуже високим рівнем забруднення. рівень ін-
телектуального капіталу нульовий  * ( ) L L = , а рівень 
забруднення регулюється лише природними проце-
сами із заданим темпом зниження  . p p ϕ = −   у нас 
0, 0, 0. α β γ ≠ = =  цей стан можливий при  0 θ <  та 
0. ω <
З першого рівняння системи (7) при  0 β =  та  0 γ =  
одержуємо співвідношення
 
( ) 3
,
1
F
K q t
δ µ
ε
∂ +
=
∂ +
  (24)
де  3( ) q t  визначається як розв’язок диференціального рів-
няння
  ( ) ( )( ) 3 3 , q t A q t δ ϕ = + +    (25)
що задовольняє умову  0 , ω <  тобто  3 1 0. q r + >
таким  чином,  для  визначення  числового  параметра 
, α  а також оптимальних значень  * * , K L  та  * p  маємо сис-
тему рівнянь (24), (25) та рівняння 
  ( ) ( ) ( ) 1 , 0, , , 0. F K L K LL F K L p α µ ε ϕ − − = = − =   (26)
Висновок.  таким  чином,  в  роботі  побудована  нова 
модель оптимального керування, що враховує інвестиції 
у  виробничі фонди, в інтелектуальний капітал та в охоро-
ну навколишнього середовища. досліджені чотири важ-
ливі стани рівноваги, що задовольняють необхідні умови 
оптимальності.  Показано,  що  у  випадку  лінійної  функції 
корисності та лінійно однорідної виробничої функції опти-
мальні рівноваги «золотого віку», «інтелектуального віку», 
«екологічного віку» та «темного віку» існують не завжди,а 
лише при спеціальних комбінаціях числових параметрів 
моделі. 
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